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Resumen 
 En el presente trabajo fin de grado se desarrolla un algoritmo de navegación para un 
vehículo autónomo. El algoritmo está basado en el método geométrico de “path tracking” Pure 
Pursuit. Los fundamentos teóricos del modelo Pure Pursuit, así como todos los problemas 
geométricos y otros detalles referentes a su implementación, se detallan en los capítulos 2 y 3 
de este documento. 
 La técnica de navegación está basada en el uso de “waypoints”, es decir, el camino que 
debe seguir el vehículo está definido por una serie de puntos discretos en un plano XY. 
Normalmente los algoritmos de navegación no parten directamente de los waypoints, sino que 
consideran que ya existe una trayectoria dada. 
  El algoritmo desarrollado consta de dos partes diferenciadas. En primer lugar se crea la 
trayectoria a partir de los waypoints. Para lo cual es necesario aplicar algún método 
matemático de ajuste de curvas, es decir, encontrar una función “    ” que se ajuste lo 
máximo posible a los “N” puntos seleccionados (waypoints).  
En segundo lugar se aplica el modelo Pure Pursuit para calcular los comandos 
necesarios para la navegación autónoma del vehículo. Esto incluye el cálculo de un punto 
objetivo y el ángulo de dirección a aplicar para alcanzar dicho punto.  
 
Abstract 
 This bachelor dissertation shows the development of a navigation algorithm for an 
autonomous ground vehicle.  The algorithm is based on the Pure Pursuit path tracking method. 
All the theoretical principles and the relevant geometric issues are explained in detail on 
chapters 2 and 3. 
 The navigation technique used is based on waypoints. This means that the desired 
path, that the vehicle should follow, is defined by a distribution of points on a XY plane. Usually 
the navigation algorithms consider that there is already a given path to follow. However in this 
case the algorithm developed also creates a path using the waypoints. 
 Therefor the algorithm is divided in two parts. First of all, a path is created using a 
curve fitting method. Mathematically that means finding a function “    ” which best fits the 
“N” current waypoints used. 
 Secondly, the Pure Pursuit method is used to calculate an achievable goal point on the 
defined path, and the necessary steering angle to command the vehicle. 
 
Keywords: Pure Pursuit, autonomous vehicles, Path tracking techniques, waypoint, navigation 
algorithm, path follow. 
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1.1 Introducción 
 Este trabajo fin de grado forma parte de un proyecto mucho mayor que está siendo 
desarrollado por un grupo de investigadores del departamento de sistemas y automática de la 
universidad Carlos III de Madrid. El proyecto iCab abarca la conducción autónoma de vehículos 
terrestres AUGV (Autonomous Unmanned Ground Vehicle) [11].  
El objetivo del proyecto, es lograr que la universidad disponga de una flota de 
vehículos autónomos, que circulen por el campus y sean capaces de llevar a los pasajeros a su 
destino sin intervención humana. Los vehículos en cuestión son unos carritos de golf como el 
de la Figura 1. 
 
Figura 1: Dimensiones del iCab [8] 
 
 Actualmente existen dos prototipos con los que se está trabajando para desarrollar e 
implementar el sistema completo. Ambos vehículos han sido modificados mecánica y 
electrónicamente para hacer posible su autonomía. 
 Entre otros sensores, los vehículos están dotados de un sensor laser y cámaras stereo 
para la detección de obstáculos y la modelación del entorno. El control del vehículo se realiza 
mediante un ordenador a bordo, en el cual se ejecutan los algoritmos necesarios sobre el 
sistema operativo ROS. 
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1.2 Objetivos  
 Un sistema de navegación autónoma para vehículos terrestres abarca diversas tareas 
que deben complementarse unas a otras. Dichas tareas pueden clasificarse en las siguientes 
temáticas, en función de su objetivo: 
· Mapeado y modelación del entorno 
· Localización 
· Planificación de trayectorias y navegación 
· Detección y evasión de obstáculos 
 El objetivo de este trabajo fin de grado es desarrollar un algoritmo de navegación, que 
sea capaz de convertir un “camino de puntos” dado (waypoints) en instrucciones con las que el 
vehículo pueda navegar de manera autónoma. 
 Para que sea posible integrar el algoritmo de navegación en el sistema de control 
existente, se programará en lenguaje orientado a objetos, siendo C++ el idioma de 
programación elegido. 
El sistema de control de los vehículos está basado en un PC sobre el que se ejecuta el 
sistema operativo ROS. Los distintos algoritmos de mapeado, localización, navegación etc. se 
ejecutan sobre dicho SO. 
 Aunque la finalidad del algoritmo es la implementación del código desarrollado en el 
vehículo y su posterior optimización., no forma parte de los objetivos del presente proyecto 
realizar la implementación real en el vehículo. Es decir, el código generado se limita calcular los 
parámetros necesarios para la navegación del vehículo, y como componente adicional se 
simula el comportamiento teórico del vehículo, pero el algoritmo no se implementa sobre el 
sistema operativo ROS. 
 Al momento de empezar este trabajo fin de grado, el proyecto i-Cab ya está muy 
avanzado y existen múltiples algoritmos implementados en el sistema de control del vehículo. 
Razón por la cual trasladar el código desarrollado a ROS implicaría tener un conocimiento 
profundo de todo el trabajo ya existente.  
 Por consiguiente, este proyecto se limita a desarrollar un algoritmo de navegación en 
C++ que posteriormente pueda ser integrado en el sistema de control de los vehículos basado 
en ROS. 
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2.1 Modelo geométrico de Ackerman 
 Dentro de esta sección se explica brevemente qué es el modelo de Ackerman, su 
utilidad y sus aplicaciones. Se analizan dos configuraciones, el cuadriciclo y el biciclo, ésta 
última como modelo simplificado de la primera.  
 
2.1.1 Modelo del cuadriciclo 
El modelo geométrico de Ackerman resuelve un problema subyacente en vehículos de 
cuatro ruedas con dirección delantera. El sistema de dirección de este tipo de vehículos suele 
estar basado en el principio de Ackerman. 
 Cuando un vehículo se dispone a trazar una curva, el ángulo de giro de la rueda 
delantera interior y exterior no es el mismo (Figura 2). Esto se hace para conseguir que las 
cuatro ruedas giren con respecto al mismo centro de rotación instantáneo, lo cual minimiza la 
aparición de fuerzas laterales no deseadas que producen un desgaste desigual de los 
neumáticos [1]. 
  
Los ángulos    y    de la Figura 2 dependen de la distancia entre los ejes delantero y 
trasero, así como de la longitud de ambos ejes.    y    están definidos según las siguientes 
expresiones [1]: 
 
      
  (
 
    ⁄
)              
Figura 2: Geometría Ackerman [1]  
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  (
 
    ⁄
)               
 
En la práctica, los ángulos    y    no se calculan y aplican sobre la rueda 
correspondiente para cada caso, sino que se consideran condiciones de diseño para el sistema 
de dirección del vehículo. Como se ve en la Figura 3, una de las implementaciones más 
sencillas es el uso de un trapecio articulado, ya que debido a la asimetría que presenta dicha 
figura geométrica, se pueden conseguir ángulos distintos en sus vértices al aplicar un esfuerzo.  
 
 
 
 Para que el mecanismo de dirección sea efectivo debe cumplir la denominada regla de 
las cotangentes [1]. En términos de la Figura 2, esta condición tomaría la expresión: 
                 
 
 
                
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3: Trapecio de la dirección [1] 
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2.1.2 Modelo del biciclo 
Generalmente, para el desarrollo de algoritmos de control, el modelo de cuatro ruedas 
se simplifica en el “modelo de la bicicleta”. Esta simplificación consiste en sustituir las ruedas 
del eje trasero por una única rueda en la posicion central del eje; igualmente las ruedas del eje 
delantero se sustituyen por una única rueda en la posición central, tal y como se representa en 
la Figura 4. 
  
 
Figura 4: a) geometría Ackerman 4 ruedas; b) geometría Ackerman 2 ruedas [3] 
 
 La ventaja de aplicar esta simplificación es que, a la hora de hacer calculos, solo hay 
que tener en cuenta el ángulo de una única rueda direccional; mientras que en el caso del 
cuadriciclo, como vimos antes, había que calcular el ángulo de la rueda exterior y de la interior. 
 Los parámetros geométricos del modelo quedan representados en la Figura 5. En esta 
figura se está haciendo además otra simplificación al decir que el ángulo δ coincide con el 
ángulo de dirección de la rueda delantera. Dichos ángulos coinciden cuando las fuerzas 
laterales  aplicadas sobre el neumático son nulas, en caso contrario, la velocidad lineal de un 
punto cualquiera de la superficie del neumático no está alineada con el ángulo de dirección de 
la rueda, y por tanto los ángulos difieren. La suposición se considera válida para velocidades 
suficientemente bajas [1]. 
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Figura 5: Modelo Ackerman, Bicicleta [2] 
 Dónde: 
  · ”δ” es el ángulo de dirección que se aplica en la rueda directriz 
  · “L” es la distancia entre los ejes delantero y trasero del vehículo 
  · “R” es el radio de la curvatura que describe el vehículo.  
 
 Se deduce también la relación: 
        
 
 
               
 
El algoritmo de navegación que se desarrolla en este proyecto está basado en las 
relaciones geométricas entre el vehículo y la trayectoria a seguir. La simplificación del modelo 
de Ackerman al vehículo de dos ruedas es la que se utilizará en este proyecto para desarrollar 
el algoritmo de navegación. 
 En la solución propuesta se utilizará la ecuación 2.4 para calcular el ángulo de dirección 
a aplicar sobre el vehículo.  
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2.2 Métodos geométricos de “path tracking” 
 Dentro de los algoritmos de “path tracking” (seguimiento de trayectoria) destacan por 
su sencillez los modelos geométricos. El principio fundamental de estos modelos es establecer 
relaciones geométricas entre las características del vehículo y la vía o trayectoria a seguir, con 
la finalidad de obtener los comandos necesarios para la navegación del vehículo.  
 A continuación se desarrollan algunos de los modelos geométricos más extendidos: 
“follow the carrot”, “pure pursuit” y “vector pursit”. Una vez expuestos y analizados los tres 
métodos geométricos, se realiza una comparación entre ellos, a fin de justificar la elección 
para el algoritmo que se desarrolla en el capítulo 3. 
2.2.1 Follow the carrot 
 El modelo “follow the carrot” es uno de los métodos geométricos de path tracking más 
antiguos y simples. La idea principal de este método consiste en calcular un punto objetivo 
(“carrot point”) situado en la trayectoria deseada a una cierta distancia de la posición actual 
del vehículo (“look ahead distance”) [4].  
Una vez obtenido el punto objetivo, se calcula el error de orientación, el cual se define 
como el ángulo que forma el vector “orientación actual” del vehículo (“heading”) con la recta 
que une el punto objetivo y el origen del sistema de referencia del vehículo. Todos estos 
conceptos quedan ilustrados en la Figura 6.  
  
 
Figura 6: follow the carrot [4] 
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 La elección del parámetro “look ahead distance” tiene efectos determinantes en el 
resultado final del algoritmo [5]. Elegir una distancia muy pequeña provocará que el vehículo 
oscile en torno a la trayectoria deseada (“path” en la Figura 6).  
Por el contrario, elegir una distancia grande hará que el vehículo tienda a eludir los 
giros bruscos (esquinas) que pudiera haber en la trayectoria deseada [4]; lo cual implica un 
mayor error de posición, definido como la diferencia entre la posición real del vehículo y la 
ideal; en ocasiones puede incluso suponer la colisión con un obstáculo. Los efectos 
comentados anteriormente se ilustran en la Figura 7. 
 
Además de la elección del parámetro “look ahead distance”, otro factor muy 
influyente es la velocidad del vehículo. Cuanto mayor es la velocidad, peor será la respuesta 
del algoritmo “follow the carrot”, ya que los efectos negativos de la elección del parámetro 
“look ahead distance” se acentúan [2].  
Por todo lo comentado anteriormente, es de crucial importancia elegir un valor 
adecuado del parámetro “look ahead distance” según las características de la aplicación 
particular. 
 En la práctica el método “follow the carrot” tiene muchas limitaciones y por ello no se 
utiliza en ninguna aplicación que requiera un seguimiento preciso de la trayectoria deseada. 
No obstante por su sencillez y fácil implementación se utiliza con propósitos educacionales o 
para comparar resultados con otros algoritmos [4]. 
Figura 7: efectos en la elección del parámetro "look ahead distance" [5] 
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2.2.2 Pure Pursuit 
 El método geométrico “Pure Pursuit” es probablemente el más extendido entre los 
algoritmos de “path tracking” basados en relaciones geométricas [2]. El modelo “Pure Pursuit” 
se basa en calcular los parámetros necesarios para que el vehículo describa una trayectoria 
circular (arco de circunferencia) [6]. Por tanto, el objetivo de este algoritmo es determinar el 
valor “R” de la Figura 8.  
 La filosofía del algoritmo “Pure Pursuit” consiste en calcular un punto objetivo dentro 
de una trayectoria dada, y posteriormente calcular los comandos necesarios para que el 
vehículo alcance dicho punto describiendo un arco de circunferencia. El punto objetivo es 
recalculado cada cierto intervalo de tiempo y siempre antes de que el vehículo lo alcance, 
metodología de la que proviene el nombre del algoritmo, ya que el vehículo se encuentra en 
una persecución constante del punto objetivo. Este comportamiento simula la conducción 
humana, ya que inconscientemente tendemos a fijar nuestra atención en un punto de la 
carretera y conducir hasta él [2]. 
 El método “Pure Pursuit” comparte aspectos comunes con el modelo “follow the 
carrot”. En ambos métodos se define el parámetro “look ahead distance” y en base a éste se 
calcula un punto objetivo en la trayectoria a seguir. Los elementos más característicos del 
modelo “Pure Pursuit” quedan ilustrados en la Figura 8. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
Figura 8: geometría “Pure Pursuit” [2] 
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Dónde: 
· “  ” y “  ” son las coordenadas del punto objetivo (“goal point”) respecto al 
sistema de referencia del vehículo. 
  · ”α” es el ángulo que forman los vectores “heading” y “goal” (ver Figura 9) 
  · “  ” es el parámetro “look ahead distance” 
  · “R” es el radio de la curvatura que describe el vehículo.  
  
Aplicando el teorema del seno sobre el triángulo de la Figura 8, se tiene: 
  
       
 
 
   (
 
   )
               
  
               
 
 
      
                
 
Se deduce finalmente la relación: 
  
  
        
                
 
 Como ya se ha dicho, el modelo “Pure Pursuit” utiliza el parámetro “look ahead 
distance” para calcular un punto objetivo (“goal point”). Los efectos en la elección de dicho 
parámetro, que fueron analizados en la sección 2.2.1 (follow the carrot), son aplicables 
también al algoritmo “Pure Pursuit”. 
 En la Figura 9 se representa en azul el sistema de coordenadas del vehículo, así como 
los vectores “heading” y “goal” mencionados anteriormente. También sirve de apoyo al 
razonamiento sobre el valor del ángulo “2α”. 
Como se puede apreciar en la Figura 9, el triángulo formado es isósceles, dos de sus 
lados tienen magnitud “R” y el tercero “  ”. Al trazar una perpendicular al vector “goal” el 
ángulo formado entre la perpendicular y la recta R es “α”. Si la perpendicular se traza por el 
vértice del triángulo isósceles (que es también el centro de la circunferencia) el triángulo 
queda dividido en dos triángulos rectángulos idénticos, por lo que se deduce que el valor del 
ángulo en el triángulo isósceles es “2α”. 
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 La implementación del método geométrico “Pure Pursuit” puede resumirse en los 
siguientes pasos [9]: 
1) Determinar la posición actual del vehículo (posición y orientación). 
2)  Calcular un punto objetivo en la trayectoria deseada. 
3) Calcular el radio o curvatura, que une la posición actual del vehículo con el punto 
objetivo. Teniendo en cuenta que éste se encuentra a una distancia “look ahead 
distance” de la posición actual del vehículo. 
4) Calcular el ángulo de dirección necesario para que el vehículo describa la curvatura 
obtenida en el paso 3. 
5) Actualizar la posición actual del vehículo. 
 
Como aclaración, cabe resaltar que el paso 5 sólo es necesario en la fase de testeo del 
algoritmo, con la finalidad de realizar simulaciones de la trayectoria teórica que describirá el 
vehículo. En verdad el paso 1 y el paso 5 representan el mismo concepto, en la práctica, 
cuando se implementa el algoritmo Pure Pursuit, debe existir un sistema de localización que 
permita conocer en cada instante la posición y orientación del vehículo. 
 
 
 
 
Figura 9: explicación parámetros "Pure Pursuit" 
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2.2.3 Vector Pursuit 
 El modelo “Vector Pursuit” es más completo que los anteriores, ya que permite tener 
un control no sólo de la posición, sino también de la orientación del vehículo. “Vector Pursuit” 
es un método geométrico basado en la “teoría de tornillos” en inglés “screw theory” [6]. Dicha 
teoría puede utilizarse para describir el movimiento de un sólido rígido respecto a un sistema 
de referencia dado. A continuación se explica brevemente en qué consiste la teoría de 
tornillos, se puede encontrar un análisis mucho más exhaustivo en la bibliografía [6] y [7], 
especialmente en [6] ya que ésta sección es un resumen del método presentado en dicho 
documento. 
 
 
 Un tornillo (“screw”) está definido por un eje de giro y un paso. Una forma de definir el 
eje de giro en el espacio tridimensional es utilizando las coordenadas de Plücker. Haciendo uso 
de la nomenclatura de la Figura 10, se tiene: 
 ̅  
 ̅   ̅ 
  ̅   ̅  
                
  ̅   ̅     ̅               
 
 El conjunto   ̅   ̅  son las coordenadas de Plücker que definen el eje de giro del 
tornillo. Si se define  ̅          ,     ̅          ,    ̅               y     ̅              
entonces, se pueden determinar los vectores  ̅     ̅ según: 
 
  
     
√                          
                 
Figura 10: coordenadas Plücker, teoría de tornillos [6] 
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√                          
                 
  
     
√                          
                 
 
                           
                            
                            
Utilizando ésta definición y estableciendo un valor para el “paso del tornillo” (en inglés 
“pitch”). La velocidad instantánea de cualquier punto de un sólido rígido, que rota con una 
velocidad angular “ω” en torno al tornillo “  ̅ ” cuyo eje de giro es “  ̅   ̅ ” y su paso es “h” se 
puede expresar según la ecuación: 
  ̅     ̅    ̅                  
Dónde: 
  ̅     ̅    ̅    ̅     ̅    ̅                 
 Todos estos conceptos quedan reflejados en la Figura 11. 
Cabe mencionar dos casos concretos que son de especial utilidad para el desarrollo del 
algoritmo “Vector Pursuit”. Si elegimos un tornillo cuyo paso es infinito, entonces el 
movimiento de un sólido rígido en torno a dicho tornillo, modela un movimiento de 
translación puro, y la ecuación 2.10 que define dicho movimiento se simplifica a: 
  ̅       ̅                
Figura 11: teoría de tornillos, movimiento del sólido rígido [6] 
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 Si por el contrario, elegimos un tornillo cuyo paso es nulo, entonces ese tornillo 
modela un movimiento rotacional puro, y la ecuación 2.10 se simplifica a: 
  ̅     ̅    ̅                  
 A continuación se presenta el desarrollo del algoritmo “Vector Pursuit” *6+. El método 
que se presenta no tiene en cuenta las restricciones no holónomas del vehiculo, por lo que al 
final del cálculo se comprueba la validez de la solución obtenida. 
 A fin de realizar los cálculos necesarios, se definen tres sistemas de referencia tal y 
como se describen en la Figura 12.: un  sistema de referencia fijo global (“world”); un sistema 
de referencia móvil adherido al vehículo (“vehicle”) cuyo origen es el punto central del eje 
trasero y cuyo eje X apunta siempre hacia la dirección de avance del vehículo; y por último un 
sistema de referencia móvil cuyo origen es el punto objetivo y cuyo eje X es coincidente con la 
trayectoria a seguir. 
 
 
 
Figura 12: sistemas de referencia, vector pursuit [6] 
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El flujo del algoritmo empieza, como todos los métodos geométricos, con la elección 
de un valor para el parámetro “look ahead distance” a fin de obtener un punto objetivo, en la 
Figura 12 dicho valor es “L”. A continuación se calculan dos tornillos, uno será el encargado del 
movimiento traslacional  ̅  y el otro del movimiento rotacional  ̅  . La suma de ambos tornillos 
 ̅  da como resultado el tornillo que describe el movimiento deseado. 
 ̅    ̅     ̅                 
Utilizando la notación de la Figura 12, los tornillos de traslación y rotación toman las 
siguientes expresiones, respecto al sistema global (       ): 
 ̅      (      
     
 
 
     
 
  )                 
 ̅                                       
 Donde    y    son constantes no nulas que permiten aumentar o disminuir la 
influencia de cada movimiento,         son las coordenadas del punto objetivo respecto al 
sistema global, y         son las coordenadas del vehículo en el sistema global. 
 Sumando ambos tornillos, se obtiene el tornillo que describe el movimiento deseado: 
 ̅   (                
     
 
          
     
 
  )                  
Para determinar el valor de las constantes    y    se definen    y    como el tiempo 
necesario para que el vehículo complete el movimiento de translación y el tiempo necesario 
para que complete el movimiento de rotación respectivamente. 
   
 
 
                 
   
     
 
                 
Donde los ángulos    y    son los indicados en la Figura 12. Se establece además la 
relación: 
                       
 Observando la ecuación 2.23 cabe destacar que    es una velocidad lineal, y    es una 
velocidad angular. Teniendo esto en cuenta, y utilizando las ecuaciones 2.24, 2.25 y 2.26 se 
obtienen finalmente los valores de    y    
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 Una vez definidas ambas constantes, es necesario determinar, en el sistema de 
referencia del vehículo, la posición del eje de giro del tornillo  ̅  de la ecuación 2.23. Para lo 
cual, se obtienen en primer lugar las coordenadas del eje de giro referidas al sistema global. 
   ̅     
  
  
(
     
 
)      (
     
     
)                
   ̅     
  
  
(
     
 
)      (
     
     
)                
 Una vez obtenidas las coordenadas del eje de giro respecto al sistema global, 
apoyándose en la geometría de la Figura 12, se obtiene las siguientes expresiones para las 
coordenadas del eje de giro respecto al sistema de referencia del vehículo. 
   ̅                        (  
 
 ̅ 
          
 
 ̅ 
        )                
   ̅                        (  
 
 ̅ 
          
 
 ̅ 
        )                
 Estas coordenadas corresponden con la posición del centro de una de las 
circunferencias que se representan en la Figura 13. No obstante, debido a las restricciones no 
holónomas, teniendo en cuenta la orientación actual del vehículo, sólo la circunferencia 
marcada en rojo en la Figura 13 es una posible trayectoria. El método descrito hasta ahora 
puede dar como resultado las coordenadas del centro correcto o del centro incorrecto, por 
tanto es necesario calcular el otro centro y determinar cuál de ellos es el correcto. Como se 
aprecia en la Figura 13, el centro correcto será aquel cuya coordenada X en el sistema de 
referencia del vehículo sea nula. 
 
 
Figura 13: circunferencias, vector pursuit [6] 
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 Una vez obtenido el centro correcto, se calcula el radio de giro, el cual se utiliza 
finalmente para calcular el ángulo de dirección necesario. Utilizando la Figura 14 se Pueden 
plantear las siguientes ecuaciones: 
 
 
            
                    
                             
  
  
        
                   
 
Sustituyendo y resolviendo para R: 
  
  
   
   
                     
 
 
Figura 14: cálculo del radio, Vector Pursuit [6] 
 
 Ecuación 2.36 que es muy similar a la ecuación 2.7 de la geometría Pure Pursuit. 
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2.2.4 Comparación entre los métodos geométricos 
 Una vez presentado el desarrollo teórico de los distintos métodos geométricos de 
“path tracking” que se han analizado, se pueden comparar entre sí para decidir cuál de ellos se 
ajusta más a la aplicación de este proyecto. En la Tabla 1 se presenta a modo de resumen las 
características principales de cada uno de los algoritmos. 
 posicionamiento orientación complejidad resultados 
Follow the carrot Si No Baja Insuficiente según 
la aplicación 
Pure Pursuit Si No Media aceptable 
Vector Pursuit Si Si Alta aceptable 
Tabla 1: Resumen algoritmos Path Tracking 
 En cuanto a la implementación del algoritmo, queda claro que el método “Vector 
Pursuit” es el más complejo de los tres algoritmos expuestos, tanto por la teoría en que está 
basado, como en su implementación. No obstante es también el único de los tres métodos 
analizados, que tiene en cuenta la orientación del vehículo en el punto objetivo, los otros dos 
métodos, “follow the carrot” y “Pure Pursuit” sólo consideran el posicionamiento. 
 Utilizar un algoritmo que considere la orientación del vehículo en el punto objetivo, 
puede resultar especialmente útil para aquellos vehículos cuyo movimiento no este restringido 
únicamente a la dirección de avance, como por ejemplo los vehículos de locomoción 
diferencial o los vehículos de tres ruedas síncronas [10]. En este tipo de configuraciones, sí 
tiene sentido considerar la orientación en el punto objetivo, ya que al no presentar 
restricciones holónomas, es posible establecer distintas trayectorias entre el punto actual y el 
punto objetivo. 
No obstante en los vehículos con configuración Ackerman (tipo cuadriciclo), el control 
de la orientación no es tan crítico, ya que una vez elegido el punto objetivo sólo es posible 
llegar hasta él mediante una única trayectoria, es decir, la orientación final está determinada 
por la elección del punto objetivo. 
 Por supuesto, diseñar un algoritmo de navegación para un vehículo tipo Ackerman, 
que tenga en cuenta la orientación del vehículo en el punto objetivo, es posible. No obstante, 
o bien el algoritmo de planificación de trayectorias (el encargado de definir los waypoints), o 
bien el propio algoritmo de navegación, tendrían que decidir en cada movimiento, con qué 
orientación debe quedar el vehículo. Lo cual implica una filosofía de trabajo diferente a las 
planteadas, ya que el parámetro “look ahead distance” carecería de sentido, puesto que la 
condición para obtener un punto objetivo dependería de la orientación con la que se desea 
terminar el movimiento.  
 Por todo lo comentado, la implementación más razonable en este caso particular, es 
considerar únicamente el posicionamiento, puesto que los vehículos para los que se pretende 
diseñar el algoritmo de navegación en este proyecto, son de configuración Ackerman. Entre los 
algoritmos “follow the carrot” y “Pure Pursuit”, como se comentó en las secciones 2.2.1 y 
2.2.2, los resultados ofrecidos por éste último son superiores, razón por la cual “Pure Pursuit” 
es el algoritmo de navegación que se desarrolla en el presente proyecto. 
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2.3 Planteamiento del problema 
 Al momento de empezar a trabajar en este trabajo fin de grado, ya existían dentro del  
proyecto iCab algoritmos de planificación de trayectorias. Es decir, el entorno de navegación 
(el campus de la universidad) ya estaba modelado como un mapa de cuadrículas y  ya existía 
un algoritmo capaz de encontrar la ruta óptima partiendo de un origen y eligiendo un destino. 
 En la Figura 15 se puede ver una ruta de ejemplo obtenida mediante dicho código. El 
punto inicial está marcado en verde, y el destino está marcado en rojo. La misma ruta se 
representa en la Figura 16, pero en este caso se pueden apreciar los puntos (waypoints) que la 
forman, los cuales se almacenan en un fichero de datos. 
 
Figura 15: Ejemplo ruta de calculada 
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Figura 16: ejemplo de waypoints 
No obstante, la ruta ofrecida por dicho algoritmo no es un camino navegable por el 
vehículo. Es decir, los waypoints no se pueden considerar puntos objetivo y calcular los 
comandos a introducir en el vehículo para que siga la ruta. Esto es debido a dos razones: 
 En primer lugar, a fin de conseguir una mayor precisión los puntos están separados 
entre sí una distancia de un metro, si la línea es horizontal o vertical y una distancia de √  
metros si la línea es oblicua. El hecho de que los puntos estén tan próximos entre sí, en 
comparación con la longitud del vehículo (1,6 metros) hace que sea imposible considerar los 
waypoints como puntos objetivo. 
En segundo lugar, el vehículo presenta restricciones holónomas, es decir solo puede 
desplazarse “hacia adelante”, no puede rotar sobre sí mismo sin  alterar su posición. Esto es 
común a todos los vehículos cuya dirección es de tipo Ackerman. Por tanto, cabe la posibilidad 
de que al llegar a un determinado punto con una cierta orientación, no sea posible alcanzar el 
siguiente, especialmente cuando se quiera hacer un giro, ya que como se aprecia en la Figura 
16, el ángulo entre dos puntos es de 0  ó de 45 . 
Es necesario por tanto, programar un algoritmo que resuelva el problema de los 
waypoints. La solución propuesta consta de dos partes. Primero se trabaja sobre los waypoints 
a fin de crear una trayectoria a partir de los puntos,  y por último se aplica el algoritmo “pure 
pursuit” junto con el modelo del biciclo de Ackerman, para obtener los comandos necesarios 
para la navegación, es decir, el ángulo de dirección a aplicar en cada instante (“steering 
angle”). 
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Solución propuesta 
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3.1 Obtención de la trayectoria a partir de los waypoints 
 El primer paso antes de poder aplicar el algoritmo Pure Pursuit, es obtener una 
trayectoria a la que aproximarse, a fin de poder calcular un punto objetivo dentro de dicha 
trayectoria. Los datos de entrada que recibe el algoritmo son una lista de puntos consecutivos 
referenciados al sistema de referencia global, en coordenadas cartesianas (x,y). Dichos puntos 
reciben el nombre de waypoints, ya que indican el camino que debe seguir el vehículo. 
 Por consiguiente, a partir de los waypoints hay que construir una trayectoria. 
Matemáticamente, hay que encontrar una función que se ajuste lo máximo posible a los 
waypoints. Este problema se conoce como “ajuste de curvas” o en inglés “curve fitting”. Existe 
una gran cantidad de métodos para ajustar una curva o función matemática a partir de una 
serie de puntos, desde los más sencillos como la regresión lineal, hasta otros más complejos 
como las “splines” o el ajuste por polinomios de alto grado. El método más efectivo dependerá 
de la aplicación concreta, es decir, de cómo sea la distribución de los puntos, pero en general 
será el más sencillo de entre todos aquellos que consigan un ajuste óptimo. 
 Fijando la atención en la Figura 15, se puede apreciar que el código mediante el cual se 
obtienen los waypoints tiende a generar trayectorias rectas. Parece por tanto razonable 
utilizar algún tipo de regresión lineal sobre una cantidad finita de puntos en la dirección de 
avance. Eso es precisamente lo que se ha hecho en el presente proyecto, el método de 
regresión lineal elegido ha sido el conocido método de mínimos cuadrados, utilizando como 
datos un determinado número de waypoints a partir de la posición actual del vehículo. A 
continuación se presenta una breve revisión del método de mínimos cuadrados. 
 
3.1.1 Mínimos cuadrados 
 Una de las aplicaciones del método de mínimos cuadrados es obtener una función 
lineal a partir de una serie de datos, los cuales son parejas de valores (x,y). Comúnmente este 
método es utilizado para establecer relaciones lineales entre dos variables a partir de datos 
empíricos.  
 El resultado de la aplicación del método será por tanto una función de la forma: 
                       
 Para determinar los parámetros   y   que definen la función, se hace uso de las 
siguientes expresiones: 
  
  ∑    ∑  ∑ 
  ∑   ∑ ∑ 
               
 
  
∑    ∑ 
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 Dónde: 
  ·  es el número de datos (número de waypoints que definen la recta) 
 
 ∑        ∑   
 
 ∑        ∑   
 
 Observando la ecuación 3.2 cabe destacar que existe la posibilidad de que al operar se 
dé el caso “división entre cero”. Es necesario por tanto analizar esta ecuación para realizar una 
operación alternativa cuando el denominador de la expresión sea nulo. 
 El denominador de la ecuación 3.2  se anula cuando: 
  ∑  
 
 
   
   ( ∑  
 
   
)
 
                       
 
     
    
     
                
                     
 
 Esta igualdad sólo se cumple si todos los términos    son iguales, es decir: 
  ∑  
 
 
   
   ( ∑  
 
   
)
 
                                      
 
 En cuyo caso, la ecuación de la función lineal correspondería con una recta vertical, de 
la forma: 
     
 Si por el contrario el denominador de la ecuación 3.2 no se anula, la función resultante 
corresponderá a una recta horizontal u oblicua y los parámetros   y   se calculan según las 
expresiones 3.2 y 3.3 
  
 
 
∑ 𝑥𝑖  𝑦𝑖
𝑁
𝑖  
 
∑𝑥𝑖  𝑥𝑖
𝑁
𝑖  
 
∑𝑥𝑖
𝑁
𝑖  
 
∑𝑦𝑖
𝑁
𝑖  
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3.1.2 Ecuación de la recta 
 Una vez obtenida la ecuación de la recta en su forma explícita (ecuación 3.1), se 
despeja la expresión para obtener la ecuación implícita de la recta. El motivo de trabajar con la 
ecuación implícita es que de cara a la programación es más sencillo trabajar con tres 
parámetros       ya que de esta manera, es fácil identificar el tipo de recta, lo cual resulta 
útil para resolver los sistemas de ecuaciones que se analizarán más adelante.  La ecuación con 
la que se trabaja es de la forma: 
                                     
 De esta manera: 
                                                                                    
                                                                             
  
 
 
                                                                               
  
 
 
 
 Partiendo de la ecuación 3.1 se pueden establecer las siguientes relaciones entre los 
parámetros  y   que se calcuslaban por el método de mínimos cuadrados, y los parámetros 
      de la ecuación 3.6: 
Recta oblicua 
               
                      
 Comparando ésta última expresión con la ecuación 3.6 se deduce:  
                                
 
Recta horizontal       
        
 De la ecuación 3.3 se obtiene valor de   para     
  
∑ 
 
   
 Luego, la ecuación de la recta será: 
∑ 
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 Comparando ésta última expresión con la ecuación 3.6 se deduce:  
                                
∑ 
 
 
Recta vertical       
                            
 Como ya se razonó en la sección 3.2.1 el valor de la constante   es    la ecuación de la 
recta será por tanto: 
                  
 Comparando ésta última expresión con la ecuación 3.6 se deduce:  
                                 
 
 
 Los resultados de todos los desarrollos anteriores, quedan resumidos en la Tabla 2 
Tabla 2: resumen del valor de los parámetros de la recta 
 
 Hasta ahora se ha explicado cómo obtener la ecuación de una recta a partir de un 
determinado número de waypoints. No obstante queda por explicar el funcionamiento del 
algoritmo que se encarga de obtener la trayectoria a la que aproximarse en cada movimiento. 
A continuación se detalla la implementación de dicho algoritmo.  
 Antes de efectuar cada movimiento, se calcula una nueva trayectoria a la que 
aproximarse, que como ya se ha dicho corresponde con la ecuación de una recta. Para definir 
los parámetros A,B,C de la ecuación 3.6 se aplica el método de mínimos cuadrados sobre 8 
waypoints, que sean los más cercanos al vehículo en la dirección de avance. 
En  la Figura 17, se representa un camino de ejemplo para visualizar con mayor 
claridad la idea presentada. El punto marcado en naranja es la posición actual del vehículo, en 
azul se representan los waypoints y con la línea discontinua se indica la recta calculada, a la 
cual se aproxima el vehículo. Los puntos marcados en verde son los que se están utilizando 
para definir la recta en cada caso. 
Recta A B C 
Oblicua   -1   
Horizontal   -1   
vertical -1 0    
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Figura 17: ejemplo recta de aproximación 
 
 Incluir el último waypoint que el vehículo haya sobrepasado, permite incluir 
información de la trayectoria anterior a la hora de calcular la nueva trayectoria. Esto logra 
generar una recta que se ajuste más a los waypoints y que a la vez genere una trayectoria del 
vehículo más suavizada.  
 La razón de elegir ocho y no otro número es que la distancia entre waypoints es 
originalmente de un metro. Por tanto, al utilizar ocho waypoints se está escogiendo un tramo 
de entre ocho y diez metros entre la posición actual del vehículo y el último waypoint. Los 
resultados de las simulaciones realizadas mostraron que dicha elección era adecuada.  
Los criterios que se apliquen para seleccionar los siguientes waypoints que definirán la 
próxima recta, influirán de manera decisiva en el resultado final del algoritmo, ya que el 
vehículo se comanda para aproximarse a la trayectoria marcada por dicha recta. 
El algoritmo desarrollado selecciona los waypoints en base a su proximidad a la 
posición actual del vehículo. Lo cual, a priori, podría suponer un problema cuando los 
waypoints formen un círculo o cualquier otra figura cerrada, o bien si hay intersecciones entre 
los waypoints, por ejemplo en un camino de ida y vuelta. 
Por tanto es estrictamente necesario que los waypoints estén dados en orden, es 
decir, que tengan un índice. De cara a la programación esto no es realmente un problema, ya 
que los waypoints están almacenados en un fichero, y al hacer la lectura de dicho fichero se les 
está asignado un índice. 
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A modo de ejemplo, en la Figura 18 se representa el resultado real del algoritmo 
tomando como camino de ejemplo el establecido en la Figura 16. Dado que la finalidad es 
simplemente ilustrar el resultado, por claridad en el dibujo, no se representan todas las rectas 
necesarias completar el camino. Las rectas que se representan están numeradas del 1 al 6 
indicando su orden. 
En la Figura 18 se representan en color azul los waypoints. Los puntos representados 
en color verde son los “puntos objetivo” que calcula el algoritmo, cuya obtención se explica en 
la siguiente sección. La razón por la que se ha decido incluirlos en la Figura 18 es que el lector 
aprecie que los puntos objetivo calculados pertenecen a cada una de las rectas obtenidas. 
 
 
Figura 18: ejemplo generación de trayectoria, rectas consecutivas 
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3.2 Implementación del algoritmo Pure Pursuit 
 A continuación se proceden a explicar los detalles de la implementación del algoritmo 
Pure Pursuit, cuyo fundamento teórico se presentó en la sección 2.2.2 de este documento.  
El primer paso para desarrollar el algoritmo es calcular un punto objetivo dentro de la 
trayectoria previamente obtenida. Para ello es necesario definir el parámetro look ahead 
distance. Las implicaciones relacionadas con la elección de dicho parámetro se presentaron en 
la sección 2.2.1, no obstante se presenta a continuación un breve resumen. 
 
3.2.1 Elección del parámetro “look ahead distance”  
 Aumentar el valor del parámetro “look ahead distance” implica calcular un punto 
objetivo más lejano a la posición actual del vehículo, lo cual se traduce en trayectorias más 
suavizadas pero menos fieles al camino deseado. Por el contrario, disminuir el valor del 
parámetro implica calcular un punto objetivo más próximo a la posición actual del vehículo, la 
trayectoria será más fiel al camino original pero más abrupta. Este hecho se ilustra con claridad 
en la Figura 7 de la sección 2.2.1. 
Por lo tanto, elegir un valor adecuado para el parámetro “look ahead distance” es de 
vital importancia para conseguir un buen resultado final. A fin de elegir un valor adecuado para 
éste parámetro, hay que tener en cuenta las características del vehículo, principalmente: 
· La velocidad media a la que se moverá el vehículo. 
· El radio de giro mínimo 
 En cuanto a la velocidad media, en la hoja de especificaciones del vehículo (ver Anexo 
1) se puede ver que la velocidad máxima del mismo es de       ⁄ . Por lo que se considera 
que la velocidad media de la aplicación será de unos            ⁄ . Como se analizó en la 
sección 2.2.1, el efecto de la velocidad influye en la elección del parámetro “look ahead 
distance”. A mayor velocidad es necesario aumentar el valor del parámetro para conseguir 
buenos resultados. 
 No obstante, en la aplicación que ocupa el presente proyecto, la velocidad de trabajo 
se puede considerar baja ya que en el peor de los casos, el vehículo alcanzaría los       ⁄ . 
Por lo tanto es posible ajustar un valor “a la baja” para el parámetro “look ahead distance”. 
 Respecto al radio mínimo de giro, es también una de las restricciones a tener en 
cuenta una vez calculado el ángulo de dirección que se comanda al vehículo. Es decir, si el 
ángulo necesario para dirigir el vehículo hacia el punto objetivo, es mayor que el máximo 
ángulo que permite el sistema de dirección, la solución calculada no es válida, y es preciso 
recalcular el punto objetivo. 
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 El radio mínimo de giro, es una definición teórica que suele darse como parámetro de 
los vehículos con configuración Ackerman. Dicho parámetro hace referencia al mínimo radio 
de la circunferencia que describe el vehículo cuando se gira por completo la dirección y se 
mantiene a lo largo del tiempo.  
En la Figura 19 se puede ver que el valor de éste parámetro en los vehículos utilizados 
es de 2.9 metros, lo cual se traduce en un ángulo máximo de dirección de     en sentido 
horario y de      en sentido antihorario. Valores entre los que deberá encontrarse el ángulo 
de dirección calculado por el algoritmo para considerarlo válido. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Teniendo en cuenta todo lo comentado hasta ahora, se hicieron simulaciones con 
distintos valores para el parámetro “look ahead distance”, obteniéndose los mejores 
resultados teóricos con un valor de 4 metros. 
 Los resultados de dichas simulaciones se presentan con mayor detalle en la sección 4.1 
de este documento. 
 
 
 
 
Figura 19: radio mínimo de giro [8] 
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3.2.2 Cálculo del punto objetivo 
 Una vez calculada la trayectoria a la que el vehículo debe aproximarse y definido el 
parámetro “look ahead distance”, es posible obtener el punto objetivo hacia el que comandar 
el vehículo. 
 Para ello, se obtiene en primer lugar la proyección ortogonal del origen del sistema de 
coordenadas del vehículo sobre la recta calculada. Matemáticamente se calcula la ecuación de 
la recta que pasa por el origen del sistema de coordenadas del vehículo         y cuyo vector 
director es perpendicular a la recta de aproximación. Lo cual se traduce en resolver el siguiente 
sistema de ecuaciones, cuya solución       será la proyección del vehículo sobre la recta de 
aproximación: 
 
{
         
    
 
 
         
                        
 
 Resolviendo el sistema 3.7 para la componente   se obtiene: 
  
      (     )
     
                
 
 Una vez obtenido   se resuelve para la componente    
  
     
 
               
 
 Ya calculada la proyección del origen del sistema de coordenadas del vehículo sobre la 
recta, se  calcula el punto objetivo en base a dos condiciones:  
· Se encuentra a una distancia “look ahead distance” de la proyección del 
vehículo sobre la recta. 
  · Pertenece a la recta           
 Tal y como se puede apreciar en la Figura 20 existen dos puntos que cumplen las 
condiciones necesarias, uno de ellos se encuentra en la dirección de avance del vehículo 
(marcado en verde) y el otro en la dirección contraria (marcado en naranja). De cara a la 
implementación del algoritmo, será necesario por tanto calcular ambos puntos y discriminar 
cuál de ellos es el correcto en cada caso. 
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 Para obtener las coordenadas de los candidatos a punto objetivo, matemáticamente se 
plantea la intersección entre una recta y una circunferencia. La recta en cuestión será la recta 
de aproximación calculada, y la circunferencia estará definida por su centro y su radio, siendo 
éstos la proyección del vehículo sobre la recta, y la distancia “look ahead distance” 
respectivamente. Hay que tener en cuenta que la ecuación de la recta está referida al sistema 
de referencia global, por lo tanto, todas las coordenadas deben estar referidas a dicho sistema 
de referencia. 
 Esto se traduce en resolver el siguiente sistema de ecuaciones: 
{
         
           
  (    )
                          
 Dónde: 
· (     ) son las coodenadas de la proyección del origen de sistema de 
coordenadas del vehículo sobre la recta de aproximación, respecto al sistema 
de coordenadas global. 
· R es el radio de la circunferencia, que como se ha dicho es el valor del 
parámetro “look ahead distance”. 
 
Figura 20: obtención del punto objetivo 
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 Para resolver el sistema de ecuaciones 3.10, se despeja la primera ecuación de la 
siguiente manera: 
   
    
 
                   
 Teniendo en cuenta los resultados analizados en la sección 3.1.2 tal y como se resume 
en la Tabla 2 de dicha sección, es interesante observar que el parámetro   siempre vale 
“         . Lo cual resulta especialmente útil para resolver el sistema de ecuaciones 3.10, ya 
que se puede distinguir entre ambos casos: 
Caso           (rectas oblicuas u horizontales) 
 La ecuación 3.11 se simplifica a: 
                       
 Sustituyendo la ecuación 3.12 en el sistema de ecuaciones 3.10, se obtiene: 
         
  (       )
 
                 
 Si se define: 
                       
 Operando la ecuación 3.13, se obtiene una expresión de segundo grado para el valor 
de   : 
                            
    
                         
 Definiendo: 
                       
                            
       
                    
 Se obtiene finalmente el valor de   aplicando la fórmula para la resolución de 
ecuaciones de segundo grado: 
  
   √      
  
            
 Donde los valores de los parámetros       están definidos por las expresiones 3.16, 
3.17 y 3.18 respectivamente. 
 Una vez obtenidos los dos posibles valores de “   según la expresión 3.19, se calculan 
los correspondientes valores de “ ” según la expresión 3.12. 
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Caso          (rectas verticales) 
 La ecuación 3.11 daría lugar a una indeterminación: 
     
   
 
    
 
               
 En la práctica se conoce que cuando el parámetro   es nulo, la ecuación de la recta 
corresponde con una recta vertical, cuya expresión es: 
                   
 Sustituyendo la expresión de la recta definida por la ecuación 3.21 en el sistema de 
ecuaciones 3.10, el sistema quedará: 
{
   
           
  (    )
                          
 Resolviendo el sistema 3.22, se obtiene: 
         
  (    )
 
                 
 Si se define: 
                       
 Operando la ecuación 3.23, se obtiene una expresión de segundo grado para el valor 
de   : 
     (     )  ( 
    
    )                     
 Definiendo: 
                    
                      
       
                    
 Se obtiene finalmente el valor de   aplicando la fórmula para la resolución de 
ecuaciones de segundo grado: 
  
   √      
  
            
 Donde los valores de los parámetros       están definidos por las expresiones 3.26, 
3.27 y 3.28 respectivamente. 
Una vez obtenidos los dos posibles valores de “ ” según la expresión 3.29, se 
construyen los dos puntos sabiendo que en ambos casos la componente “ ” es igual a “ ” 
según la ecuación 3.21 
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  Como se dijo anteriormente, una vez calculados los dos candidatos a punto objetivo, 
es necesario determinar cuál de ellos es el correcto; para lo cual se establecen dos métodos. 
Método 1 
El primer método se basa en comparar los ángulos         formados entre los vectores 
que se representan en la Figura 21. El método presupone que el vehículo está correctamente 
orientado hacia la trayectoria deseada. 
Dónde    es el ángulo formado entre el vector orientación actual del vehículo 
(“heading”) determinado por el eje X del sistema de referencia del vehículo, y el vector    
cuyas componentes (   ) son las coordenadas del punto objetivo 1 respecto al sistema de 
referencia del vehículo. La definición del ángulo    es análoga a la definición de     
 
Matemáticamente, los ángulos          están definidos según las siguientes 
expresiones: 
 
      
  (
 ̅    ̅̅̅
| ̅|      
)       
(
 
              
√  
    
  √   
     
 
)
 
 
                     
Figura 21: elección del punto objetivo, método 1 
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  (
 ̅    ̅̅̅
| ̅|      
)       
(
 
              
√  
    
  √   
     
 
)
 
 
                    
 Ecuaciones 3.30 y 3.31 que pueden simplificarse, teniendo en cuenta que la 
componente    del vector orientación (“heading”) es nula y la componente    es 1, ya que las 
coordenadas de los vectores están expresadas en el sistema de referencia del vehículo, tal y 
como se puede ver en la Figura 21. Decir que la componente      es hacer el vector 
orientación unitario. 
      
  (
 ̅    ̅̅̅
| ̅|      
)       
(
 
   
√   
     
 
)
                      
      
  (
 ̅    ̅̅̅
| ̅|      
)       
(
 
   
√   
     
 
)
                     
 Una vez calculados los dos ángulos, para decidir cuál de los puntos calculados 
anteriormente es el punto objetivo correcto, es suficiente con hacer una comparación entre 
ambos valores. Tal y como se aprecia en la Figura 21, suponiendo que el vehículo está 
correctamente orientado hacia la trayectoria,  la solución correcta será el punto cuyo ángulo 
asociado sea menor. 
 
Método 2 
 El segundo método se basa en utilizar los waypoints que definen la recta actual, para 
decidir cuál de los dos candidatos a punto objetivo es el correcto. Al igual que el método 1, se 
presupone que el vehículo está correctamente orientado hacia la trayectoria deseada. 
 La idea consiste en calcular la distancia punto a punto, o distancia euclídea, entre uno 
de los waypoints de la recta actual y los dos candidatos a punto objetivo. En la Figura 22 se 
representa gráficamente lo comentado hasta ahora. Los waypoints se representan en azul y los 
dos posibles puntos objetivo se representan en verde y naranja. En color púrpura se destaca el 
cuarto waypoint, que será aquel que se utilice para calcular ambas distancias. La razón de 
elegir éste waypoint y no otro es sencillamente que se encuentra aproximadamente en la 
mitad entre los ocho waypoints utilizados, aunque cualquier otro waypoint exceptuando el 
primero, sería igualmente válido para el método. Se recuerda que el primer waypoint es un 
punto del camino deseado que el vehículo ya ha sobrepasado, por lo que no sería válido. 
La distancia euclídea entre los puntos    y    vendrá dada por la expresión: 
      √            (        )
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Análogamente, La distancia euclídea entre los puntos    y    vendrá dada por la 
expresión: 
      √            (        )
 
                    
 
 
 
Tal y como se puede apreciar en la Figura 22, suponiendo que la orientación del vehículo es la 
adecuada, el punto objetivo correcto será aquel cuya distancia al waypoint    sea menor. 
 Ambos métodos parten de la premisa de que el vehículo este orientado en la dirección 
de avance. No obstante, a diferencia del primer modelo, este segundo método no es sensible a 
la orientación actual del vehículo, ya que en ningún momento se utiliza el vector “heading” en 
los cálculos. Lo cual puede considerarse inclusive una ventaja, ya que si hubiese algún error en 
la actualización de la orientación, se seguiría escogiendo el punto objetivo correcto. Es posible 
realizar esta afirmación puesto que los waypoints vienen dados en orden e indican la dirección 
en que se desea comandar el vehículo. 
 
 
 
Figura 22: elección del punto objetivo, método 2 
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Figura 23: diferencia entre look ahead distance y distancia Goal 
3.2.3 Cálculo del ángulo de dirección 
 Una vez calculado el punto objetivo, el siguiente paso del algoritmo Pure Pursuit es 
calcular el ángulo de dirección necesario para que el vehículo alcance dicho punto. Los 
problemas geométricos derivados de éste cálculo se pueden resolver tanto en el sistema de 
referencia global, como en el sistema de referencia del vehículo. No obstante, las condiciones 
finales son más sencillas si se resuelven el sistema del vehículo.  
 Cómo se describió en la sección 2.2.2, el problema se resuelve calculando el radio de 
curvatura, definido por la expresión: 
  
    
        
                 
 Dónde: 
· ”α” es el ángulo que forman los vectores “heading” y “Goal”, ambos relativos 
al sistema de referencia del vehículo.  
· “Goal” es la distancia euclídea desde el origen del sistema de referencia del 
vehículo hasta el punto objetivo. 
  · “R” es el radio de la curvatura que describe el vehículo.  
 Comparando la ecuación 3.36 con la ecuación 2.7, se aprecia el cambio en el 
denominador del parámetro look “ahead distance”, por la distancia “Goal”.  
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Figura 24: Parámetros Pure Pursuit 
 El cambio de una distancia por otra se debe al hecho de calcular la proyección del 
vehículo sobre la recta de aproximación como paso previo a la obtención del punto objetivo. Si 
no se hiciera ese proceso, el denominador de la ecuación 3.36 sería el parámetro “look ahead 
distance”. El motivo de calcular la proyección del vehículo es asegurar que siempre exista una 
solución para el sistema de ecuaciones 3.10, cuya resolución se explicó la sección 3.2 2. 
En la Figura 23, se puede apreciar la diferencia entre estas dos distancias, donde: 
·Los subíndices “      ”  representan el sistema de referencia del vehículo. 
·El punto objetivo está representado con una cruz verde 
·La circunferencia discontinua representa la trayectoria descrita por el vehículo 
·la intersección entre la recta “ ” y la línea perpendicular a ella que pasa por el 
origen del sistema de referencia del vehículo, denota la proyección del 
vehículo sobre la recta. 
Al aplicar el método de la proyección, los valores de “look ahead distance” y “Goal” 
sólo coinciden cuando el vehículo describe una trayectoria totalmente recta. 
 Una vez explicado el cambio en la ecuación 3.36, se analiza en detalle la obtención del 
ángulo de dirección. En la Figura 24 se ilustra el problema geométrico a resolver, donde las 
incógnitas son “ ” y “       ”, que son el radio y las coordenadas del centro de la 
circunferencia respecto al sistema de referencia del vehículo, respectivamente. Se presentan 
dos soluciones, la primera trabajando con el sistema de referencia del vehículo, y la segunda 
trabajando en el sistema de referencia global. 
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Método 1: solución en el sistema de referencia del vehículo 
 Para calcular el radio de curvatura de la Figura 24 a partir de la ecuación 3.36, es 
necesario obtener en primer lugar el ángulo “α”, que cómo se analizó en la sección 2.2.2, es el 
ángulo que forman los vectores “heading” y “goal”. Dicho ángulo se calcula según la expresión: 
       (
 ̅   ̅
| ̅|    ̅ 
)                  
 Dónde: 
·  ̅ es el vector “heading” que indica la orientación actual del vehículo. 
Expresado en el sistema de referencia de referencia del vehículo sus 
componentes siempre son      . 
·  ̅ es el vector “goal” que indica la posición del punto objetivo en el sistema de 
referencia del vehículo.  
 No obstante, el sistema de referencia del vehículo es móvil, es decir, tanto su posición 
como su orientación son variables. Este hecho implica que para resolver la ecuación 3.37 hay 
que obtener las coordenadas del vector “goal” en el sistema de referencia del vehículo, lo cual 
se traduce en aplicar una matriz de rotación para pasar de un sistema de referencia a otro. Es 
decir, aplicar la transformación: 
(
  
  
)  (
        
         
) (
  
  
)                 
 Dónde         son las coordenadas de cualquier vector en el sistema de referencia del 
vehículo,         son las coordenadas de ese mismo vector en el sistema de referencia 
global, la matriz de dimensión 2x2 es la matriz de rotación y la amplitud   es el ángulo que 
forman los ejes,    e    del sistema de referencia global y del vehículo respectivamente, 
ángulo que coincide con la expresión: 
  
 
 
                  
 Siendo θ en ángulo de orientación actual del vehículo, que es el ángulo formado entre 
los ejes    e    del sistema de referencia global y del vehículo respectivamente, cuya 
representación se puede ver en la Figura 25. 
 El vector (     ) sobre el que hay que aplicar la ecuación 3.38 es el vector relativo 
“goal” expresado en el sistema de referencia global, cuya expresión es:  
 ̅    ̅   ̅                       
Dónde los vectores  ̅    ̅ son el vector que indica la posición del vehículo en el sistema 
de referencia global, y el vector que indica la posición del punto objetivo en el sistema de 
referencia global respectivamente. Ambos vectores se representan en la Figura 25. 
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De esta forma la ecuación 3.37 se resolvería finalmente obteniendo el valor de ángulo 
“α”, según: 
       
(
 
  
 
√   
    (  
 )
 
)
                 
 Dónde    
    
   denotan las coordenadas del vector “goal” expresadas en el sistema de 
referencia del vehículo.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Una vez obtenido el ángulo “α”, a través de la expresión 3.41, se procede a calcular el 
radio de curvatura “ ” de la Figura 24. Para lo cual se hace uso de la expresión 3.36, definida al 
principio de ésta sección. 
 No obstante, de cara a la implementación del código hay que tener en cuenta que la 
expresión 3.36 se convierte en una indeterminación cuando el ángulo “α” tiende a cero: 
     
   
 
    
        
               
 Por consiguiente, el algoritmo implementado debe analizar dicho caso antes de 
intentar resolver la expresión 3.36. Observando la Figura 24, es posible deducir que cuando 
    el vehículo se encuentra perfectamente orientado hacia el punto objetivo, por lo que la 
trayectoria que debe realizar es una línea recta. Por tanto, en caso en que     el ángulo de 
dirección necesario también será nulo,    . También en este punto se consideran las 
restricciones físicas del vehículo, el mínimo ángulo de giro que permite distinguir el sistema de 
Figura 25: sistemas de referencia y vectores implicados en el cálculo del ángulo α 
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dirección instalado en el vehículo es de   . Por lo tanto si el ángulo “α” calculado, es inferior a 
éste valor, se considera que el ángulo de dirección es cero, es decir,    . 
 Se aprovecha éste caso para aclarar lo que ya resulta evidente, y es que el ángulo “ ” 
de la Figura 24 y el ángulo de dirección del vehículo “ ” no son iguales. El ángulo de dirección 
del vehículo se obtiene en base al modelo de Ackerman según la expresión 2.4 que se analizó 
en la sección 2.1.2, utilizando como radio el parámetro “ ” de la Figura 24. 
Volviendo a la expresión 3.36, en caso de que el ángulo “α” no sea nulo, se procede a 
calcular el valor de “ ”. Sustituyendo los resultados obtenidos, la expresión 3.36 será: 
  
    
        
 
√       
      
                      
 Dónde: 
·         son las coordenadas del punto objetivo respecto al sistema de 
referencia del vehículo. 
 
 Una vez obtenido el valor de “ ” se calcula el ángulo de dirección “ ” mediante la 
expresión 2.4, dónde “L” es la distancia entre los ejes delantero y trasero del vehículo, que en 
el caso de la aplicación son 1.66 metros: 
       (
 
 
)       (
    
 
)                  
 Hasta aquí, se ha explicado cómo calcular el ángulo de dirección del vehículo, no 
obstante la expresión 3.44 siempre dará como resultado un valor positivo, ya que tanto “L” 
como “R” son distancias físicas y por tanto valores positivos, y la función arcotangente de un 
número positivo siempre es positiva. Hecho que nos lleva a discutir sobre el signo del ángulo 
de dirección y su significado. 
 Siempre que se ha hablado de los sistema de referencia utilizados, se consideran sólo 
dos ejes (X,Y). Esto es así porque estamos tratando con un vehículo autónomo terrestre y por 
tanto el movimiento se produce en el plano. No obstante los ángulos definidos y los giros son 
en verdad movimientos de rotación sobre el eje Z perpendicular al plano. En base a la Figura 
24, siguiendo la regla de la mano derecha ambos sistemas de referencia, el global y el del 
vehículo, tienen su eje Z en la dirección perpendicular al papel “introduciéndose” en éste. Es 
decir, los giros en sentido horario son positivos; y los giros en sentido anti-horario son 
negativos. Por consiguiente, si el ángulo de dirección del vehículo “ ” es positivo el vehículo 
realizará un giro horario, es decir girará a “su derecha”; si por el contrario “ ” es negativo, el 
vehículo realizará un giro anti-horario, es decir girará a “su izquierda”. 
 Dado que la expresión 3.44 siempre dará como resultado un ángulo positivo, será 
necesario averiguar de alguna forma si el giro que debe realizar el vehículo es anti-horario u 
horario, a fin de asignar al ángulo de dirección su signo correspondiente en cada caso. Para 
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Figura 26: cálculo del centro de giro 
ello, se propone a continuación un método que precisa calcular el centro de rotación definido 
como          en la Figura 24. 
 Para calcular el centro de rotación se plantea un sistema de ecuaciones entre una recta 
y una circunferencia, cuya intersección será dicho centro. Efectivamente, al utilizar una 
ecuación de grado 2 en el sistema de ecuaciones, éste tendrá dos posibles soluciones, que 
corresponden con los dos posibles centros de las circunferencias que podría describir el 
vehículo para llegar hasta el punto objetivo calculado. No obstante sólo uno de estos 
movimientos es posible tal y cómo se discutirá posteriormente. 
 En la Figura 26 se puede ver el problema geométrico descrito. Las circunferencias 
discontinuas de color verde y rojo muestran las posibles trayectorias del vehículo desde su 
posición actual (marcada por el sistema de referencia del vehículo) hasta el punto objetivo  
(marcado con una cruz verde). El sistema de ecuaciones planteado es para calcular la 
intersección entre la recta “s”, que es perpendicular al vector “Goal” y pasa por el punto medio 
del segmento homónimo, y la circunferencia de color negro cuyo centro es el origen del 
sistema de referencia del vehículo y cuyo radio es el parámetro “R” obtenido mediante la 
expresión 3.43. 
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 El sistema de ecuaciones a resolver para calcular los centros           y           
será por consiguiente: 
{
 
   
   
  
 (  
  
 
)  
  
 
        
                                 
 Dónde: 
·         son las coordenadas del punto objetivo en el sistema de referencia 
del vehículo.  
 Para resolver el sistema de ecuaciones 3.45 en primer lugar hay que fijar la atención 
sobre la primera ecuación, que corresponde a la recta “ ” de la Figura 26. Se aprecia que si la 
componente    del vector “goal” tiende a cero, se da una indeterminación, por lo que hay que 
considerar dicho caso a la hora de implementar el algoritmo. 
Caso 1,      
 Si    tiende a cero, nos encontramos con que la recta “s” es vertical en el sistema de 
referencia del vehículo, lo cual implica que el vector “goal” es horizontal en dicho sistema de 
referencia, ya que la recta “s” es perpendicular a dicho vector. Es decir, atendiendo a la Figura 
26, el vector “goal” estaría completamente alineado con el eje X del sistema de referencia del 
vehículo.  Lo cual implica que la trayectoria que debería seguir el vehículo para alcanzar el 
punto objetivo es una línea recta, por tanto el ángulo de dirección es nulo, y no es necesario 
resolver el sistema de ecuaciones 3.45 ya que el vehículo no tiene que hacer ningún giro y no 
hay que calcular el centro de rotación de dicho movimiento. 
Caso 2,      
 En este caso, el ángulo de dirección será distinto de cero, es decir, el vehículo si 
describirá un movimiento circular, y por tanto será necesario resolver el sistema de ecuaciones 
3.45. 
 Sustituyendo la primera ecuación en la segunda y operando la expresión, se obtiene: 
   (
   
  
(  
  
 
)  
  
 
)
 
                     
   (
   
  
   
  
 
   
 
  
 
)
 
                 
   (
  
    
 
   
 
  
  
  )
 
                    
   (
  
    
 
   
)
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 Si se define: 
  
  
    
 
  
             
La expresión 3.51 queda finalmente: 
   (  
  
 
  
 )    (
   
  
  )  (
  
   
   )                        
 Definiendo: 
    
  
 
  
                   
  
   
  
                    
  
  
   
                   
 Se resuelve finalmente la componente “x” según: 
  
   √      
  
                 
 Una vez obtenidos los dos valores de “x” se obtienen los correspondientes valores de 
“y” utilizando la primera ecuación del sistema 3.45. 
 Puede ocurrir que la expresión 3.53 no tenga solución, en caso de que el radicando sea 
negativo. Físicamente eso implica que el vehículo no puede alcanzar el punto objetivo 
calculado y por tanto es necesario obtener uno nuevo aumentando el valor del parámetro 
“look ahead distance” o modificando la trayectoria a la que se aproxima el vehículo. 
------------------------------ 
 Con ambos centros calculados, falta discernir cuál de ellos es el correcto. Fijando la 
atención una vez más en la Figura 26, se puede comprobar que a pesar de existir dos posibles 
trayectorias, el vehículo solamente puede realizar la trayectoria descrita por la circunferencia 
verde. Esto es así dada a su orientación actual, ya que debido a la configuración Ackerman, en 
cada instante el movimiento está restringido en la dirección del eje X del sistema de referencia 
del vehículo. 
 Teniendo esto en cuenta, se puede deducir de la Figura 26, que el centro de giro 
correcto será aquel cuyo radio (desde el origen del sistema de referencia del vehículo) forme 
un ángulo mayor con el eje X del sistema de referencia del vehículo, es decir con su orientación 
actual. Matemáticamente dicho ángulo debería ser 90 , no obstante en la práctica el valor 
obtenido puede tener muchos decimales, y por tanto es recomendable hacer una comparación 
entre ambos eligiendo el mayor. 
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Figura 27: elección del centro de giro correcto, método 1 
 En la Figura 27 se pueden apreciar con mayor claridad los ángulos descritos en el 
párrafo anterior,        . Observando dicha figura, también se puede apreciar que, ya que los 
centros están referidos al sistema de coordenadas del vehículo, no es siquiera necesario 
calcular los ángulos. Es posible elegir el centro correcto como aquel cuya componente X sea 
menor, (teóricamente cero). No obstante habría que hacer la comparación en valor absoluto 
para no tener en cuenta el signo negativo. 
 Una vez calculados los posibles centros de giro, y elegido cuál de ellos es el correcto, 
falta discernir el signo del ángulo de dirección. Para lo cual se analiza la posición del centro de 
giro respecto al sistema de referencia del vehículo. 
 Si la componente “y” del centro de giro es negativa, el giro que debe hacer el vehículo 
es en sentido anti-horario. Si por el contrario la componente “y” del centro de giro es positiva, 
el giro es en sentido horario. 
 En resumen: 
·                    
·                    
 Dónde “δ” es el resultado de la expresión 3.44 
 Con lo que finalmente se ha alcanzado el objetivo del algoritmo Pure Pursuit y ya es 
posible comandar el vehículo hacia el punto objetivo elegido originalmente. A continuación se 
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representa en un flujograma la ejecución de una función de C++ basada en el método 1. 
 
 
Fujograma 1: cálculo del ángulo de dirección método_1 
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Método 2: solución en el sistema de referencia global 
Si se trabaja en el sistema de referencia global, se evita tener que hacer uso de las 
transformaciones lineales entre sistemas de ecuaciones. Las ecuaciones planteadas son más 
sencillas de obtener pero las condiciones finales para elegir el signo del ángulo de dirección 
son más complejas. Para calcular el centro de rotación se hace uso del sistema de referencia 
del vehículo, pero considerando que éste no ha rotado respecto al sistema de referencia 
global, únicamente se traslada, es decir altera su posición. Esto permite que se puedan hacer 
sumas vectoriales directamente entre vectores expresados en cualquiera de los dos sistemas 
de referencia, ya que la relación entre ambos es simplemente una transformación lineal de 
traslación, que corresponde con el vector de posición del vehículo (vector  ̅ de la Figura 25), o 
lo que es igual, el vector que une los orígenes de ambos sistemas de referencia. 
Dado que las coordenadas del vector relativo “goal” en el sistema de referencia global 
son conocidas, y las componentes del vector “heading” en el sistema de referencia global 
también lo son, es mucho más sencillo calcular el ángulo  “α” operando con dichos vectores 
expresados en el sistema de referencia global. De ésta manera, la amplitud “α” se calcularía 
según la expresión 3.37 dónde: 
 ̅  (     )                                 
 ̅    ̅   ̅                       
Siendo el ángulo “ ” y los vectores  ̅    ̅ los definidos en la Figura 25. 
De esta manera, la ecuación 3.37 se resolvería obteniendo el valor del ángulo “α”  según: 
       
(
 
  
    
    
    
 
√   
    (  
 )
 
 √   
    (  
 )
 
)
                 
 Expresión 3.56 que resulta a priori más compleja que la expresión 3.41, pero que sin 
embargo no lo es, ya que las componentes de los vectores referenciados al sistema global son  
de obtención directa a través de las ecuaciones 3.54 y 3.55. 
 Al igual que ocurría en el método 1, si el ángulo “ ” calculado es cero, implica que el 
ángulo de dirección “ ” también es nulo. 
Una vez calculado el ángulo “ ” se obtiene “ ” según la expresión 3.36. Al igual que se 
razonó anteriormente, para evitar la indeterminación 3.42, hay que considerar el caso en que 
el ángulo  “ ” calculado sea cero, lo cual implica que el vehículo debe seguir una trayectoria 
rectilínea y por tanto el ángulo de dirección a aplicar “ ” es nulo.  
  
    
        
 
√         (     )
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 Dónde: 
·         son las coordenadas que indican el origen del sistema de referencia 
del vehículo, expresadas en el sistema de referencia global. 
·         son las coordenadas del punto objetivo en el sistema de referencia 
global. 
 Una vez obtenido el valor de “ ” se calcula el ángulo de dirección “ ” mediante la 
expresión 2.4, dónde “L” es la distancia entre los ejes delantero y trasero del vehículo, que en 
el caso de la aplicación son 1.66 metros: 
       (
 
 
)       (
    
 
)                  
Al igual que sucedía en el método 1, hay que calcular el centro de rotación para asignar 
un signo al ángulo de dirección. El problema geométrico a resolver es exactamente el mismo 
que el descrito en la Figura 26. El sistema de ecuaciones planteado para calcular los centros 
          y           será por consiguiente: 
{
 
   
   
  
 (  
  
 
)  
  
 
        
                                 
 Dónde: 
·         son las coordenadas del punto objetivo en el sistema de referencia 
global, trasladado al sistema de referencia del vehículo. Es decir, se resuelve en 
el sistema de referencia del vehículo, pero éste no ha rotado con respecto al 
sistema de referencia global, únicamente se ha trasladado. Ese detalle hace 
que la ecuación de la circunferencia esté centrada en el origen, y al mismo 
tiempo se evita hacer uso de las matrices de rotación. Por tanto la solución es 
más sencilla de obtener. 
 Para resolver el sistema de ecuaciones 3.57 en primer lugar hay que fijar la atención 
sobre la primera ecuación, que corresponde a la recta “ ” de la Figura 26. Se aprecia que si la 
componente    del vector “goal” tiende a cero, se da una indeterminación, por lo que hay que 
considerar dicho caso a la hora de implementar el algoritmo. 
Caso 1,      
 En este caso, cómo las ecuaciones del sistema 3.59 están planteadas en el sistema de 
referencia del vehículo pero éste no ha rotado con respecto al sistema de referencia global, el 
hecho de que    sea cero, significa simplemente que la recta “s” de la Figura 26 es vertical. 
 Por tanto, se plantea el sistema de ecuaciones 3.59 de la siguiente manera: 
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{
  
  
 
        
                                 
 Por lo que resolviendo el sistema para la componente “y”, se tiene una ecuación de 
segundo grado incompleta, cuya solución es:  
  √   (
  
 
)
 
                  
 Expresión 3.61 que en caso de que el radicando sea negativo no tiene solución, lo cual 
implica que el punto objetivo calculado no es alcanzable, y se debe repetir el cálculo del punto 
objetivo aumentando el valor del parámetro “look ahead distance” o modificando la 
trayectoria a la que se aproxima el vehículo. 
Caso 2,      
 En este caso, la recta “s” de la Figura 26 es horizontal u oblicua, y la solución del 
sistema de ecuaciones 3.49 es idéntica a la desarrollada en las ecuaciones 3.46 a 3.53. 
------------------------------ 
 Con ambos centros calculados, se establece el siguiente criterio para determinar cuál 
de ellos es el centro de giro correcto, y establecer así el signo del ángulo de dirección. De 
manera muy similar al criterio del método 1, se decide cual es el centro de giro correcto, para 
lo cual se calculan los ángulos    y    de la Figura 28. Se comparan entre sí y se elige el mayor 
de ellos cuyo centro asociado será el centro de giro correcto. 
Figura 28 : ángulos Beta1 y Beta2, método 2 
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Figura 29: criterio para el signo del ángulo de dirección método 2. 
Una vez determinado el centro de giro correcto, se comprueba el signo de las 
componentes del vector “goal”, para determinar el signo del ángulo de dirección. Se distingue 
entre los cuatro cuadrantes del plano XY estableciendo el siguiente criterio, siendo       las 
coordenadas del centro de giro correcto, y       las coordenadas del vector goal. En la Figura 
29 se representan los vectores implicados y la numeración de los cuadrantes. 
 
 
 
· Si el vector goal está en el primer cuadrante:                       
· Si      
  
 
           
· Si      
  
 
          
· Si el vector goal está en el segundo cuadrante:                       
· Si      
  
 
           
· Si      
  
 
          
· Si el vector goal está en el tercer cuadrante:                       
· Si      
  
 
           
· Si      
  
 
          
𝑤𝑋 
𝑤𝑌 
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· Si el vector goal está en el cuarto cuadrante:                       
· Si      
  
 
           
· Si      
  
 
          
· Si el vector goal coincide con el eje X:          
· Si                                  
· Si                                 
· Si                                 
· Si                                 
· Si el vector goal coincide con el eje Y:          
· Si                                  
· Si                                 
· Si                                 
· Si                                 
 
Resulta evidente, que éste criterio de signos es mucho más complejo que en el caso 
del método uno. La ventaja de este segundo método es que no se consideran la rotación 
relativa entre el sistema de referencia global y el sistema de referencia del vehículo. Por lo que 
no es necesario aplicar matrices de rotación para expresar un vector en uno de los sistemas de 
referencia cuando esté definido en el otro. Y es posible hacer sumas vectoriales directamente 
con los vectores calculados en cualquiera de los dos sistemas.   
A continuación se expone el fujograma de una función que calcule el ángulo de 
dirección mediante el método 2. 
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Fujograma 2: cálculo del ángulo de dirección, método 2 
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3.2.4 Actualización de la orientación 
 Cómo último paso, a fin de realizar simulaciones para verificar el comportamiento 
teórico del algoritmo, se implementó un método para calcular la orientación del vehículo al 
final de cada movimiento.  
 Se recalca que ésta parte no es necesaria para la implementación real. No obstante, si 
es necesario actualizar la orientación del vehículo, pero la información acerca de la orientación 
instantánea del vehículo debe recibirse a través de sensores, no ser calculada de manera 
teórica. Si se desea es posible calcular la orientación de manera teórica y compararla con la 
orientación medida por los sensores, para utilizar dicha diferencia como realimentación en una 
ley de control. 
 Para hacer las simulaciones cuyos resultados se presentan en el capítulo 4, se hace la 
suposición de que el vehículo mantiene su trayectoria hasta alcanzar cada punto objetivo, y se 
calcula la orientación del vehículo en dicho punto. Como se comentó anteriormente, ésa no es 
la filosofía del algoritmo pure pursuit, ya que el método de trabajo es asignar un nuevo punto 
objetivo y comandar el vehículo hacia él siempre antes de que se alcance el punto objetivo 
anterior. 
 La señal para recalcular el punto objetivo y el nuevo ángulo de dirección puede ser 
tanto síncrona como asíncrona respecto al reloj del sistema. Si se prefiere una señal síncrona, 
el criterio para establecer la frecuencia de la señal debe estar basado en la velocidad del 
vehículo y el valor elegido para el parámetro “look ahead distance”, de tal forma que se 
garantice que la señal siempre se active antes de alcanzar el punto objetivo. Si se opta por una 
señal asíncrona, el criterio más apropiado se basa en activar la señal una vez que se ha 
recorrido una cierta distancia, por ejemplo un metro, aunque éste valor depende de la 
distancia que haya entre el vehículo y el punto objetivo. La implementación asíncrona requiere 
de un sistema que contabilice la distancia recorrida, lo cual se puede conseguir acoplando un 
odómetro en cualquiera de las cuatro ruedas. 
 A continuación se explica la obtención del nuevo ángulo de orientación del vehículo, el 
cual es utilizado por el algoritmo como orientación inicial para calcular el siguiente 
movimiento. Por claridad en la redacción se utilizará el nombre “heading” para referirse a la 
orientación del vehículo, o lo que es lo mismo, a la posición relativa del sistema de referencia 
del vehículo respecto al sistema de referencia global. 
 Cuando llega el momento de actualizar el “heading” del vehículo, se conocen todos los 
datos relevantes al movimiento, incluido las coordenadas del centro de giro. El problema 
geométrico a resolver es calcular el ángulo que forman dos vectores: el eje Y del sistema de 
referencia global, y el eje X del sistema de referencia del vehículo, cuando éste llega al punto 
objetivo. Las ecuaciones utilizadas deben por tanto estar referidas al sistema de referencia 
global. En la Figura 30 se representa gráficamente el problema a resolver. 
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 Dónde:  
· Los subíndices de los vectores indican si están expresados respecto al sistema 
de referencia global (w) o el sistema de referencia del vehículo (v)  
· El  vector   ̅ está dado en sistema de referencia global, e indica la posición 
actual del vehículo.  
  · La incógnita resolver es el vector   ̅ respecto al sistema de referencia global.  
· Una vez obtenido  ̅ se calcula el ángulo que forman dicho vector y el eje    
dicho ángulo será nuevo “heading”. 
 
 El primer paso es obtener el vector   ̅̅ ̅ el cual corresponde con las coordenadas del 
centro de giro respecto al sistema de referencia global. Las componentes del vector   ̅   son 
conocidas, por lo que se puede obtener el vector   ̅̅ ̅ multiplicando por la matriz de 
transformación. 
 La expresión 3.38 permitía obtener las coordenadas de un vector en el sistema de 
referencia del vehículo, que originalmente estaba expresado en el sistema de referencia 
global. Ahora es necesario hacer el proceso inverso, para lo cual habría que despejar la 
Figura 30: obtención del nuevo "heading" 
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ecuación matricial 3.38, lo cual implica calcular la matriz inversa de rotación. Se recuerda que 
la matriz de rotación de la expresión 3.38 es: 
     (
        
         
)                 
 Donde   es el ángulo definido en la ecuación 3.39. La matriz 3.58 es ortogonal, por lo 
que el proceso de calcular su inversa es muy simple, ya que la inversa de una matriz ortogonal 
coincide con su traspuesta: 
                           
 No obstante, se demuestra a continuación que la ecuación 3.59 es correcta, para lo 
cual se supone que la matriz      no es ortogonal. De manera general, la matriz inversa de 
una matriz dada se obtiene según la expresión: 
    
 
   
                     
 Aplicando la expresión 3.60 sobre la matriz de rotación 3.58 se tiene: 
                                
                 (
        
         
) 
                       (
         
        
) 
 Por lo que finalmente, aplicando 3.60: 
       (
         
        
)              
 Por tanto, la regla para convertir un vector expresado en el sistema de referencia del 
vehículo, en el mismo vector expresado en el sistema de coordenadas global, es: 
(
  
  
)  (
        
         
) (
  
  
)                 
 Aplicando la ecuación 3.62 con el vector   ̅   cómo (     ), se obtienen las 
coordenadas del vector respecto al sistema de referencia global. Y haciendo la siguiente suma 
de vectores, se obtiene finalmente el vector   ̅̅ ̅  de la Figura 30:  
     
                      
 Donde los vectores   ̅̅ ̅  y   ̅ son los definidos en la Figura 30, y el vector    
  es el 
resultado de aplicar 3.62 con   ̅   (     ). 
 Con el vector    ̅̅ ̅  calculado,  se obtiene el vector   ̅̅̅̅  haciendo la suma vectorial: 
  ̅̅̅̅    ̅̅ ̅̅     ̅̅ ̅              
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 Finalmente se calculan los dos posibles vectores perpendiculares a    ̅̅̅̅  para lo cual se 
realiza la siguiente operación: 
 Siendo      ̅̅̅̅   (       ) : 
  ̅̅ ̅             
  ̅̅ ̅             
 Ambos vectores se representan en la Figura 31. Figura que también sirve para explicar 
el criterio utilizado para seleccionar el vector correcto. 
 Para seleccionar el vector correcto se calculan los ángulos         según las 
expresiones: 
      
  
(
 
   
√   
     
 
)
                  
      
  
(
 
    
√   
     
 
)
                 
Figura 31: cálculo del nuevo heading y criterio 
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 Los ángulos         son los posibles “heading” actualizados del vehículo, para saber 
cuál de ellos es el correcto, se comparan con respecto al heading inicial, denotado en la Figura 
31 con la línea discontinua azul. Para ello se calculan los ángulos         definidos en la Figura 
32. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Se establece el siguiente criterio: 
 
                                        
                                        
 
 Con lo que finalmente, el “heading”, o ángulo de orientación del vehículo, queda 
actualizado, y ya es posible calcular el siguiente movimiento. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 32: ángulos Beta_1 y Beta_2 
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3.3 Diagrama de flujo del algoritmo completo  
 A continuación se presenta un flujograma que describe la ejecución del algoritmo 
completo. Los Flujogramas 1 y 2 amplían la información presentada aquí para el cálculo del 
ángulo de dirección. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fujograma 3: algoritmo completo 
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4.1 Resultados de las simulaciones 
 A fin de optimizar la trayectoria del vehículo, se realizaron algunas simulaciones con 
tres tipos de camino, los cuales se presentan a continuación. En todos los casos se modificaron 
dos variables:  
· La generación de la trayectoria estableciendo distintos criterios para la elección 
de los waypoints con los que se define la recta.  
· El valor del parámetro “look ahead distance”.  
 En todas las simulaciones se representan en azul los waypoints, en naranja los puntos 
objetivo calculados por el algoritmo, y en color gris la trayectoria teórica del vehículo. No 
obstante, cabe destacar que las simulaciones se han obtenido considerando que el vehículo se 
comanda hasta alcanzar el punto objetivo, lo cual como se ha comentado varias veces a lo 
largo de este informe, no es lo que sucede en la implementación real del algoritmo. La razón 
de haber hecho las simulaciones de esta manera es la dificultad que presenta estimar de 
manera teórica la posición instantánea del vehículo a lo largo de la curva que describe, ya que 
habría que recurrir al cálculo integral. Por otra parte, el único propósito de la simulación es 
hacerse una idea de la trayectoria que describe el vehículo, y el método implementado cumple 
con dicho objetivo. 
 Los caminos de ejemplo utilizados en las simulaciones se presentan en las figuras 31, 
32 y 33. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 33: camino de ejemplo 1 
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Figura 34: camino de ejemplo 2 
Figura 35: camino de ejemplo 3 
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Simulación 1: 10 WP, 4m LAD, camino 1 
Simulación 2: 10 WP, 4m LAD, camino 2 
4.1.1 Criterio de selección de waypoints 
 A fin de establecer un criterio sobre el número de waypoints a seleccionar para definir 
la recta a la que aproximarse, sobre la cual se calcula el punto objetivo, se hicieron varias 
simulaciones con los tres caminos de ejemplo definidos anteriormente. El parámetro “look 
ahead distance” (LAD) se mantuvo constante para todas las simulaciones siendo 4 metros el 
valor elegido. 
Caso de análisis 1:     10 waypoints en la dirección de avance del vehículo 
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Simulación 4: 8 WP, 4m LAD, camino 1 
Simulación 3: 10 WP, 4m LAD, camino 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Caso de análisis 2:     8 waypoints en la dirección de avance del vehículo 
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Simulación 6: 8 WP, 4m LAD, camino 3 
Simulación 5: 8 WP, 4m LAD, camino 2 
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Caso de análisis 3:     7 waypoints en la dirección de avance del vehículo  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Simulación 8: 7WP, 4m LAD, camino 2 
Simulación 7: 7WP, 4m LAD, camino 1 
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4.1.2 Conclusiones sobre las simulaciones (número de waypoints) 
 Comparando los resultados de las simulaciones realizadas, se aprecia que se han 
obtenido los mejores resultados, en el conjunto de los tres caminos, con la configuración  del 
“caso de análisis 2”. Es decir, eligiendo en total ocho waypoints en la dirección de avance del 
vehículo para construir la trayectoria a la que aproximarse. 
 Utilizando el camino de ejemplo uno (Figura 33), los resultados obtenidos con 7 y 8 
waypoints son prácticamente iguales. En el caso de los 10 waypoints, se aprecia que la 
trayectoria teórica no se ajusta correctamente al camino deseado, el slalom que marcan los 
waypoints es demasiado pronunciado y corto como para que quede reflejada esa información 
al actualizar los puntos y volver a calcular la recta de aproximación, como resultado el vehículo 
zigzaguea.  
 El camino de ejemplo 2 (Figura 34) representa el rodeo de un obstáculo grande como 
una plaza o una fuente. Los resultados con 7 y 8 waypoints son una vez más similares y 
aceptables, con 10 waypoints la trayectoria se ajusta más al camino descrito por los waypoints 
pero el error de posición en los bordes es mayor que en los otros dos caos de análisis. 
 El camino de ejemplo 3 (Figura 35) representa un movimiento continuo, y en este caso 
se aprecia claramente que con 8 waypoints se ha conseguido el mejor resultado. 
 Por todo ello, finalmente el número de waypoints utilizados para construir la recta de 
aproximación se establece en 8. No obstante se recuerda que los resultados son teóricos y no 
experimentales, por lo que su utilidad se limita únicamente a hacer una primera aproximación. 
Simulación 9: 7 WP, 4m LAD, camino 3 
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4.1.3 Criterio para establecer el parámetro “look ahead distance” 
 Como ya se ha comentado, la correcta elección del parámetro “look ahead distance” 
es de crucial importancia para el buen funcionamiento del algoritmo de navegación. Los 
efectos derivados de su elección se presentaron en la sección 2.2.1 En la práctica este 
parámetro se ajusta experimentalmente. No obstante, se realizaron algunas simulaciones 
teóricas para hacer una primera aproximación.  
A fin de establecer un criterio para elegir el parámetro “look ahead distance” se 
realizaron simulaciones teóricas con los caminos de ejemplo definidos al principio de ésta 
sección, eligiendo valores de 4, 5 y 6 metros. Se utilizaron en todos los casos, ocho waypoints 
para definir las rectas de aproximación. 
 
Caso de análisis 1:     4m LAD (look ahead distance) 
 Las simulaciones corresponden con el caso de análisis 2 de la sección 4.1.1, (Simulación 
4, Simulación 5, Simulación 6). 
Caso de análisis 2:     5m LAD (look ahead distance) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Simulación 10: 8WP, 5m LAD, camino 1 
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Simulación 11: 8WP, 5m LAD, camino 2 
Simulación 12: 8WP, 5m LAD, camino 3 
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Caso de análisis 3:     6m LAD (look ahead distance) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Simulación 13: 8 WP, 6m LAD, camino 1 
Simulación 14: 8 WP, 6m LAD, camino 2 
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4.1.4 Conclusiones sobre las simulaciones (look ahead distance) 
 En primer lugar, recalcar que las trayectorias teóricas representadas en las 
simulaciones no corresponden con la ejecución real del algoritmo, ya que se está suponiendo 
que el vehículo alcanza en cada movimiento el punto objetivo calculado, cuando en la realidad 
eso nunca debe suceder. 
Obviando este hecho, vemos que los mejores resultados se obtienen al utilizar un valor 
de 4 ó 5 metros. Dada la distribución de los waypoints y la separación entre ellos, un valor de 
entre 4 y 5 metros hace que el punto objetivo calculado esté aproximadamente en el medio de 
entre los 8 waypoints que se utilizan para definir la recta de aproximación. 
Los resultados teóricos para el camino 1, son aproximadamente iguales en el caso de 
los 4 metros (Simulación 4) y el de los 5 metros (Simulación 10). Sin embargo, comparando los 
resultados en los caminos 2 y 3 para estos mismos valores de “look ahead distance”, el 
algoritmo da mejores resultados utilizando los 4 metros (Simulación 5, Simulación 6).  
Emplear valores mayores que éstos, como 6 metros por ejemplo, provoca que el 
vehículo se desvíe más del camino deseado, por lo que inicialmente se descartan valores 
superiores a 5 metros para la implementación real. 
 Por todo ello, el algoritmo se ha desarrollado utilizando 4 metros como el valor del 
parámetro “look ahead distance”. No obstante, este es un parámetro que debe ajustarse de 
manera empírica una vez se hace la implementación real. 
Simulación 15:  8 WP, 6m LAD, camino 3 
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4.2 Conclusiones y Líneas futuras 
 A la luz de los resultados obtenidos, se considera que se ha cumplido el objetivo 
marcado al inicio de este proyecto. Se ha logrado transformar la información procedente de 
los waypoints en  directrices que permitan comandar el vehículo a través del camino deseado. 
 No obstante, al término de este proyecto, el algoritmo no se ha probado en el vehículo 
real, por lo que no es posible afirmar aún su funcionalidad. Para poder realizar pruebas con el 
vehículo, es necesario en primer lugar adaptar el código desarrollado para poder ejecutarlo 
sobre el sistema operativo ROS, e integrarlo con el resto de procesos que conforman el 
sistema de control del vehículo. 
  Una vez adaptado el código será necesario optimizar el valor de los parámetros “look 
ahead distance” así como del número de waypoints que se utilicen para determinar la 
trayectoria hacia la que comandar el vehículo. 
 Los resultados obtenidos en las simulaciones presentadas en el apartado 4.1 no 
pueden considerarse concluyentes. Como se dijo, el propósito de la simulación era obtener 
una primera aproximación de la trayectoria real del vehículo. En los cálculos de la simulación 
se está suponiendo que el vehículo alcanza en cada movimiento el punto objetivo calculado, 
cuando en la realidad eso nunca debe suceder. 
 Los sensores instalados actualmente en el vehículo permiten conocer la distancia que 
éste ha recorrido, por tanto se considera que la mejor solución para implementar el algoritmo 
pure pursuit en este caso, es recalcular el punto objetivo cada vez que el vehículo recorra una 
distancia determinada. Por supuesto dicha distancia debe ser menor que el valor del 
parámetro “look ahead distance”, para que el vehículo nunca alcance el punto objetivo al que 
se dirige, siguiendo así la filosofía del método Pure Pursuit, cuya traducción al español sería 
“persecución continua”.  
 Si por ejemplo se utilizan 4 metros como valor del parámetro “look ahead distance”, y 
se establece que el punto objetivo sea recalculado cada 70 cm recorridos por el vehículo, la 
frecuencia aproximada de la señal para recalcular el punto objetivo sería de unos 7 Hz, 
considerando una velocidad media del vehículo de 18Km/h.  
 La generación de la trayectoria a la que aproximarse es otra línea sobre la que se 
puede trabajar a fin de optimizar el resultado final algoritmo. En este proyecto se ha optado 
por ajustar la nube de puntos a una función lineal, no obstante es posible que se obtengan 
mejores resultados utilizando otro método de ajuste de curvas, o mejorando el actual. Por 
ejemplo, durante las simulaciones se hicieron ensayos con una distancia entre waypoints de 
0,5 metros en lugar de un metro. De esta manera se consigue una mayor precisión en la 
definición del camino a seguir, y en consecuencia la variación de la pendiente de la recta es 
más suave al cambiar los puntos que la definen. 
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Planificación y presupuesto 
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5.1 Planificación 
 El objetivo de este trabajo fin de grado era desarrollar un algoritmo de navegación, 
que fuera capaz de convertir un “camino de puntos” dado (waypoints) en instrucciones con las 
que el vehículo pudiera navegar de manera autónoma. 
 Para lograr el objetivo descrito a largo plazo, se estableció un plan de trabajo dividido 
en tareas individuales con objetivos alcanzables a corto plazo. De esta manera se dividió el 
proyecto en 3 fases: 
Fase 1: Planificación. (4 semanas) 
Las primeras cuatro semanas se dedicaron a la búsqueda y recopilación de información 
sobre métodos de seguimiento de trayectorias (“path tracking”) y su implementación. 
La investigación reveló que existen múltiples algoritmos de “path tracking”, que 
pueden agruparse según los principios en que están basados para lograr el 
seguimiento de la trayectoria, a saber: métodos geométricos, métodos basados en un 
modelo cinemático del vehículo, y métodos basados en un modelo dinámico del 
vehículo. De todos ellos los más populares son los basados en la geometría, por su 
mayor simplicidad y sus buenos resultados. 
Fase 2: Definición (2 semanas) 
Después de recopilar información acerca de los algoritmos de generación de 
trayectorias existentes, se decidió cuál de ellos implementar en base a las 
características y necesidades de la aplicación. El algoritmo elegido fue el “Pure Pursuit” 
por los motivos que se explicaron en la sección 2.2.4 
 Para comprobar la viabilidad de la solución, antes de empezar a desarrollar el código 
completo se dedicaron otras dos semanas a elaborar una hoja Excel, con la finalidad de 
obtener una simulación y un pronóstico del resultado final. 
Fase 3: Desarrollo y ejecución (18 semanas) 
Los siguientes cuatro meses se dedicaron al desarrollo y optimización del código, 
además de a la depuración de errores, hasta alcanzar una versión válida. 
Posteriormente se realizaron algunas simulaciones para visualizar la posible trayectoria 
teórica del vehículo. 
En su conjunto, el desarrollo del presente proyecto ha durado aproximadamente un 
semestre, incluyendo la redacción de este documento.   
 
 
 
 
80 
 
5.2 Presupuesto 
 Para el desarrollo de este proyecto no ha sido necesaria la adquisición de ningún 
componente físico, puesto que se disponían de los medios necesarios y a condición de ser 
alumno de la universidad, las licencias de software utilizadas son accesibles a coste cero. 
No obstante, para llevar a cabo el desarrollo del código, han sido necesarios los 
siguientes medios, cuyo valor se estima en: 
· Ordenador de sobremesa (600€) 
· Entorno de programación, licencia de Microsoft Visual Studio (646€) 
· Paquete Microsoft Office (149€) 
Se considera que el año tiene 360 días y 1700 horas laborales. Estableciendo una 
amortización de 5 años para todos los productos, tanto hardware como software, se obtiene: 
                
       
      
         
                           
       
      
         
                   
       
      
        
Incluyendo los costes en recursos humanos, y considerando que 1 crédito ECTS 
corresponde a 25 horas de trabajo, la duración total del desarrollo del proyecto asciende a 300 
horas. Se supone un sueldo de 15€/hora para un ingeniero junior, y de 25€/hora para un 
ingeniero sénior. Estimando que el ingeniero sénior dedica el 10% del tiempo total del 
desarrollo del proyecto en supervisar y orientar al ingeniero junior, se establecen los siguientes 
costes en materia de recursos humanos: 
                                           
 
 Sumando todos los conceptos, se tiene un presupuesto total de: 
                                                     
 
 Aplicando el 21% de la suma en concepto de impuestos, se obtiene que el presupuesto 
final del proyecto asciende a: 
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